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Résumé :
Nous donnons des formules de reconstructions équivariantes de la partie harmonique d’ordre 4

du tenseur d’élasticité, orthotrope ou isotrope transverse, à l’aide de tenseurs d’ordre 2. Cette
reconstruction s’obtient par l’intermédiaire de tenseurs covariants et d’un produit associatif et
commutatif défini sur les tenseurs harmoniques, appelé produit harmonique. Une telle recons-
truction équivariante est encore possible dans le cas d’un tenseur harmonique d’ordre 4 trigonal
ou tétragonal, mais elle fait intervenir un tenseur covariant cubique d’ordre 4.

Abstract :

We propose equivariant reconstruction formulae of fourth order harmonic part of elasticity
tensor, orthotropic or transversly isotropic, using only second order tensors. We make use of
covariant tensors and of an associative and commutative product defined over harmonic ten-
sors, named the harmonic product. In the trigonal and tetragonal case, such an equivariant
reconstruction still exists, making use of a fourth order cubic covariant remainder.

Mots clefs : Anisotropie ; Factorisation harmonique ; produit har-
monique ; Reconstruction tensorielle ; Tenseurs covariants.

Introduction
Que ce soit pour établir des fonctionnelles d’énergie en élasticité linéaire anisotrope [5], ou bien
dans les modélisations de situations d’endommagement [3], il peut être important d’obtenir
des expressions indépendantes des coordonnées du tenseur d’élasticité. Dès les années 1990,
Boehler, Kirilov et Onat [2] ont mis en évidence l’intérêt des polynômes invariants d’un tenseur
d’élasticité. Ces travaux faisaient suites à des travaux initiés par Rivlin, Spencer et al. [6] au
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sujet de bases d’intégrités (familles génératrices de polynômes invariants), dans le cas d’espaces
de tenseurs d’ordre inférieur ou égal à deux. Pour le tenseur d’élasticité (en 3D), une telle
base est composée de 297 invariants [4]. Un tel résultat - qui n’est pas du tout immédiat
- s’obtient essentiellement en deux étapes (dont les multiples détails se trouvent dans [4]).
La première consiste à effectuer une décomposition harmonique du tenseur d’élasticité, et la
deuxième consiste à exploiter des résultats issus de la théorie classique des invariants.

La décomposition harmonique d’un tenseur d’élasticité E permet d’identifier E avec un quin-
tuplet

(α, β,a′,b′,H)

où α, β sont des constantes, a′ et b′ sont des covariants d’ordre 2 harmoniques (totalement
symétriques et de trace nulle) et H est un tenseur harmonique d’ordre 4.

Nous proposons alors de factoriser la partie harmonique H du tenseur E dans certaines classes
de symétrie de H : le cas orthototrope, isotrope transverse, trigonal et tétragonal. Pour cela,
nous définissons le produit harmonique H1 ∗H2 de tenseurs harmoniques H1 et H2. Par ce pro-
duit harmonique, nous pouvons réinterpréter un théorème de Sylvester permettant de décom-
poser un tenseur harmonique à l’aide des multipoles de Maxwell : pour tout tenseur harmonique
H d’ordre 4, il existe 4 vecteurs v1, v2, v3 et v4 tels que

H = v1 ∗ v2 ∗ v3 ∗ v4.

Cette factorisation n’est pas unique et peu constructive. Pour contourner cette difficulté, nous
exploitons des covariants d’ordre 2 et les différentes classes de symétrie du tenseur H, ce qui
nous permet de reconstruire de façon équivariante un tel tenseur dans les classes déjà citées.

Décomposition harmonique
Un tenseur E du type de l’élasticité, ayant les symétries mineures et majeures, admet la dé-
composition harmonique suivante [1] :

E = α1⊗(4) 1 + β 1⊗(2,2)1 + 1⊗(4) a
′ + 1⊗(2,2)b

′ + H. (1)

où 1 est le tenseur identité d’ordre 2 et où (c)′ dénote la partie déviatorique d’un tenseur c

symétrique d’ordre 2 (c′ := c− 1
3tr(c)1).

Les produits tensoriels symétrisé de Young ⊗(4) et ⊗(2,2) entre deux tenseurs symétriques du
second ordre a,b sont définis par

(a⊗(4) b)ijkl =
1

6

(
aijbkl + bijakl + aikbjl + bikajl + ailbjk + bilajk

)
,

(a⊗(2,2)b)ijkl =
1

6

(
2aijbkl + 2bijakl − aikbjl − ailbjk − bikajl − bilajk

)
.

Le produit tensoriel ⊗(4) est le produit tensoriel symétrique, noté aussi �.

Dans la décomposition harmonique (1), α, β sont des scalaires et a′,b′ sont des tenseurs har-
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moniques d’ordre 2 (i.e symétriques déviatoriques) définis par

α =
1

15
(trd + 2trv) a′ =

2

7

(
d′ + 2v′)

β =
1

6
(trd− trv) b′ = 2

(
d′ − v′)

avec d := tr12E (tenseur de dilatance) et v := tr13E (tenseur de Voigt), et où tr est l’opération
de trace.

La partie harmonique (E)0 := H est la projection orthogonale de E sur l’espace des tenseurs
harmoniques d’ordre 4. Plus précisément

(E)0 = E− α1⊗(4) 1− β 1⊗(2,2)1− 1⊗(4) a
′ − 1⊗(2,2)b

′. (2)

Produit harmonique
Soient deux vecteurs v1 et v2 de R3. On en déduit le tenseur v1 ⊗ v2 d’ordre 2 et le produit
symétrique

v1 � v2 :=
1

2
(v1 ⊗ v2 + v2 ⊗ v1)

qui est donc un tenseur d’ordre 2 symétrique c dont on peut considérer sa partie harmonique
(i.e sa partie déviatorique)

c′ := c− 1

3
tr(c)1

On peut ainsi définir le produit harmonique v1 ∗ v2 par

v1 ∗ v2 := (v1 � v2)
′.

Dans le cas de deux tenseurs harmoniques h1 et h2 d’ordre 2, on peut suivre un processus
similaire : on commence par construire le tenseur totalement symétrique h1 � h2, puis on ne
conserve que sa partie harmonique, ce qui donne ainsi

h1 ∗ h2 := h1 � h2 −
2

7
1� (h1h2 + h1h2) +

2

35
tr(h1h2)1� 1.

Notons qu’il est possible de définir le produit harmonique de deux tenseurs harmoniques H1 et
H2 d’ordre quelconque.

Factorisation harmonique
Théoreme 4.1 (Sylvester) Pour tout tenseur harmonique H d’ordre n, il existe n vecteurs
v1, . . . ,vn de l’espace tels que

H = v1 ∗ . . . ∗ vn.

Ces vecteurs ne sont pas uniques : toute famille λivi avec le produit des λi qui vaut 1 est encore
solution.

Pour obtenir une telle famille de vecteur, on considère le polynôme homogène

h(x1, x2, x3) := Hi1i2i3i4xi1xi2xi3xi4 , (x1, x2, x3) ∈ R3
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puis la forme binaire (polynôme homogène à deux variables complexes)

f(u, v) := h

(
u2 − v2

2
,
u2 + v2

2i
, uv

)
, (u, v) ∈ C2

et à toute racine α ∈ C on associe un vecteur v = (v1, v2, v3) (de norme 1) défini par

v1 =
2

|α|2 + 1
<(α), v2 =

2

|α|2 + 1
=(α), v3 =

|α|2 − 1

|α|2 + 1

Si l’on pose h1 = v1 ∗ v2, h2 = v3 ∗ v3 on a alors la factorisation harmonique

H = h1 ∗ h2

du tenseur harmonique d’ordre 4 à l’aide de tenseurs harmoniques d’ordre deux h1,h2 (symé-
triques déviatoriques). A nouveau la factorisation n’est pas unique.

Formules de reconstruction par des covariants
Pour tout tenseur harmonique H d’ordre 4, on définit des covariants d’ordre 2 :

d2(H) := tr13H
2, d3(H) := tr13H

3, d4(H) := d2
2(H), d5(H) := d2(H)(Hd2(H)).

où pour A,B d’ordre 4 et b d’ordre 2 :

(AB)ijkl := AijpqBpqkl, (Ab)ij := Aijpqbpq.

Rappelons ici que pour toute nouvelle orientation du matériau correspondant à une rotation g
du groupe des rotations SO(3,R), on obtient un nouveau tenseur H défini par :

H ijkl := gipgjqgkrglsHpqrs

où on a adopté la convention d’Einstein sur les indices répétés. Cela définit en fait une action
du groupe SO(3,R), noté g ? H = H. On définit de même une action de SO(3,R) sur tout
espace de tenseurs.

Les tenseurs dk sont des covariants car ils définissent des applications équivariantes de l’espace
des tenseurs harmoniques d’ordre 4 vers l’espace des tenseurs symétriques d’ordre 2 :

dk(g ?H) = g ? d2

On définit enfin les invariants : Jk := tr(dk(H)).

Remarque : De même, les tenseurs de dilatation d(E) = tr12E et de Voigt v(E) = tr13E sont
des covariants du tenseur d’élasticité.
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Cas isotrope transverse
Théoreme 5.1 Pour tout tenseur harmonique H d’ordre 4 isotrope transverse, on a

H =
63

25

1

J3(H)
d′
2(H) ∗ d′

2(H).

Cas orthotrope
Pour tout tenseur harmonique H d’ordre 4 orthotrope, on note

H =



λ2 + λ3 −λ3 −λ2 0 0 0

−λ3 λ3 + λ1 −λ1 0 0 0

−λ2 −λ1 λ2 + λ1 0 0 0

0 0 0 −2λ1 0 0

0 0 0 0 −2λ2 0

0 0 0 0 0 −2λ3


sa représentation de Kelvin, qui est sa représentation matricielle dans la base des tenseurs
d’ordre 2

ei ⊗ ei,

√
2

2
(ei ⊗ ej + ej ⊗ ei)

où ei est une base orthonormée qui correspond aux axes d’orthotropie du tenseur. On note

λ(H) :=

 λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3


et on définit les invariants rationnels suivants :

σ1 =
9(3J7 − 3J2J5 + 3J3J4 − J2

2J3)

2(6J6 − 9J2J4 − 20J2
3 + 3J3

2 )
,

σ2 =
4

7
σ21 −

1

14
J2,

σ3 = − 1

24
J3 +

1

7
σ31 −

1

56
σ1J2.

qui, évalués sur la forme normale, sont

σ1 := λ1 + λ2 + λ3,

σ2 := λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3,

σ3 := λ1λ2λ3

∆3 := (λ2 − λ1)2(λ2 − λ3)2(λ3 − λ1)2,

σeq :=
√
σ21 − 3σ2,

L :=
1

σ3eq

(
σ31 −

9

2
σ1σ2 +

27

2
σ3

)
,

la dernière quantité L étant l’invariant de Lode.

Lemme 5.1 Soit H un tenseur harmonique d’ordre 4 orthotrope. Alors la partie déviatorique
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λ′(H) du tenseur covariant λ(H) d’ordre 2 s’écrit

λ′(H) =
1

8∆3

(
α2d

′
2(H) + α3d

′
3(H)− 54σ3 d

′
4(H) + 11σ2 d

′
5(H)

)
(3)

où

α2 := 2(112σ21σ3 + 21σ1σ
2
2 − 270σ2σ3), α3 := 8(14σ1σ3 − 11σ21σ2 + 15σ22).

Théoreme 5.2 Pour tout tenseur harmonique orthotrope H d’ordre 4 on a

H = h1 λ
′(H) ∗ λ′(H) + 2h2 λ

′(H) ∗ (λ′(H)2)′ + h3 (λ′(H)2)′ ∗ (λ′(H)2)′,

où λ′(H) est défini par (3) et les trois invariants hk sont donnés par

h1 :=
5σ1 + 7Lσeq
2(1− L2)σ2eq

, h2 := −3(5Lσ1 + 7σeq)

2(1− L2)σ3eq
, h3 :=

9(5σ1 + 7Lσeq)
2(1− L2)σ4eq

.

Cas tétragonal
Théoreme 5.3 Pour tout tenseur tétragonal harmonique H d’ordre 4 on a

H =
28K3

4 (5J5 +
√
K10)

L2
10

d′
2(H) ∗ d′

2(H) + CCC(H)

où

CCC(H) =

(
1 +

14J5(5J5 +
√
K10)

L10

)
H− 14K4(5J5 +

√
K10)

L10
(H2)0

est un covariant cubique, (H2)0 étant la partie harmonique de H2 (voir Eq. (2)) et

K4 = 3J4 − J2
2 > 0, K10 = 2J2K

2
4 − 35J2

5 > 0, L10 = K10 − 25J2
5 6= 0.

Cas trigonal
Théoreme 5.4 Pour tout tenseur trigonal harmonique H d’ordre 4 on a

H =
224K3

4 (10J5 +
√
K10)

M2
10

d′
2(H) ∗ d′

2(H) + C̃CC(H)

où

C̃CC(H) =

(
1 +

7J5(10J5 +
√
K10)

M10

)
H +

14K4(10J5 +
√
K10)

3M10
(H2)0

est un covariant cubique, (H2)0 étant la partie harmonique de H2 (voir Eq. (2)) et

K4 = 3J4 − J2
2 > 0, K10 = 2J2K

2
4 − 35J2

5 > 0, M10 = K10 − 100J2
5 6= 0.
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