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Résumé :

Nous donnons des formules de reconstructions équivariantes de la partie harmonique d’ordre 4
du tenseur d’élasticité, orthotrope ou isotrope transverse, a l'aide de tenseurs d’ordre 2. Cette
reconstruction s’obtient par l'intermédiaire de tenseurs covariants et d’un produit associatif et
commutatif défini sur les tenseurs harmoniques, appelé produit harmonique. Une telle recons-
truction équivariante est encore possible dans le cas d’un tenseur harmonique d’ordre 4 trigonal
ou tétragonal, mais elle fait intervenir un tenseur covariant cubique d’ordre 4.

Abstract :

We propose equivariant reconstruction formulae of fourth order harmonic part of elasticity
tensor, orthotropic or transversly isotropic, using only second order tensors. We make use of
covariant tensors and of an associative and commutative product defined over harmonic ten-
sors, named the harmonic product. In the trigonal and tetragonal case, such an equivariant

reconstruction still exists, making use of a fourth order cubic covariant remainder.

Mots clefs : Anisotropie ; Factorisation harmonique ; produit har-
monique ; Reconstruction tensorielle ; Tenseurs covariants.

Introduction

Que ce soit pour établir des fonctionnelles d’énergie en élasticité linéaire anisotrope [5], ou bien
dans les modélisations de situations d’endommagement [3], il peut étre important d’obtenir
des expressions indépendantes des coordonnées du tenseur d’élasticité. Dés les années 1990,
Boehler, Kirilov et Onat 2] ont mis en évidence I'intérét des polynémes invariants d’un tenseur

d’élasticité. Ces travaux faisaient suites a des travaux initiés par Rivlin, Spencer et al. 6] au
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sujet de bases d’intégrités (familles génératrices de polynémes invariants), dans le cas d’espaces
de tenseurs d’ordre inférieur ou égal & deux. Pour le tenseur d’élasticité (en 3D), une telle
base est composée de 297 invariants [4]. Un tel résultat - qui n’est pas du tout immédiat
- s'obtient essentiellement en deux étapes (dont les multiples détails se trouvent dans [4]).
La premiére consiste a effectuer une décomposition harmonique du tenseur d’élasticité, et la
deuxiéme consiste & exploiter des résultats issus de la théorie classique des invariants.

La décomposition harmonique d’un tenseur d’élasticité E permet d’identifier E avec un quin-
tuplet
(a, 8,2, b, H)

ou «, 3 sont des constantes, a’ et b’ sont des covariants d’ordre 2 harmoniques (totalement

symétriques et de trace nulle) et H est un tenseur harmonique d’ordre 4.

Nous proposons alors de factoriser la partie harmonique H du tenseur E dans certaines classes
de symétrie de H : le cas orthototrope, isotrope transverse, trigonal et tétragonal. Pour cela,
nous définissons le produit harmonique Hy * Hy de tenseurs harmoniques Hy et Hy. Par ce pro-
duit harmonique, nous pouvons réinterpréter un théoréme de Sylvester permettant de décom-
poser un tenseur harmonique a ’aide des multipoles de Mazxwell : pour tout tenseur harmonique
H d’ordre 4, il existe 4 vecteurs vy, va, v3 et v4 tels que

H=v{*xvyxvyxvy.

Cette factorisation n’est pas unique et peu constructive. Pour contourner cette difficulté, nous
exploitons des covariants d’ordre 2 et les différentes classes de symétrie du tenseur H, ce qui

nous permet de reconstruire de fagon équivariante un tel tenseur dans les classes déja citées.

Décomposition harmonique

Un tenseur E du type de l'élasticité, ayant les symétries mineures et majeures, admet la dé-

composition harmonique suivante [1] :

E=al ®(4) 1+41 ®(2,2)1 +1 ®(4) a+1 ®(272)b, + H. (1)
ou 1 est le tenseur identité d’ordre 2 et ou (c)’ dénote la partie déviatorique d’un tenseur c
symétrique d’ordre 2 (¢’ := ¢ — $tr(c)1).
Les produits tensoriels symétrisé de Young ®4) et ®(22) entre deux tenseurs symétriques du

second ordre a, b sont définis par

(a®4) b)ijr = = (aijbr + bijar + aibj + bixaj + agbj + baajy),

(a®,2)b)ijkt = = (2aijbr + 2bijar — airbj — aubjr — bixaj — buajy).

D~ |~

Le produit tensoriel ®4) est le produit tensoriel symétrique, noté aussi ©.

Dans la décomposition harmonique (1), a, 5 sont des scalaires et a’, b’ sont des tenseurs har-
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moniques d’ordre 2 (i.e symétriques déviatoriques) définis par

1 2

a=1e (trd 4 2trv) a' = = (d' +2v')
1

B = 6 (trd — trv) b’ =2(d -V

avec d := trioE (tenseur de dilatance) et v := tr;3E (tenseur de Voigt), et ou tr est 'opération
de trace.

La partie harmonique (E)g := H est la projection orthogonale de E sur I’espace des tenseurs
harmoniques d’ordre 4. Plus précisément

(E)o=E-al®yh1-LF10p21-104ya —103yb. (2)

Produit harmonique

Soient deux vecteurs vi et vo de R3. On en déduit le tenseur vi ® vo d’ordre 2 et le produit
symétrique

1
Vi ® vy = 5(V1®V2+V2®V1)

qui est donc un tenseur d’ordre 2 symétrique ¢ dont on peut considérer sa partie harmonique
(i.e sa partie déviatorique)
/

1
c:=c— gtr(c)l

On peut ainsi définir le produit harmonique vi * vo par
Vi * Vo 1= (Vi ©®va).

Dans le cas de deux tenseurs harmoniques h; et hy d’ordre 2, on peut suivre un processus
similaire : on commence par construire le tenseur totalement symétrique h; ® hs, puis on ne

conserve que sa partie harmonique, ce qui donne ainsi
2 2
h; xhy :=h; ®hy — ? 10 (hlhg + hlhg) + gtr(hlhg) 101.

Notons qu’il est possible de définir le produit harmonique de deux tenseurs harmoniques Hj et
H, d’ordre quelconque.

Factorisation harmonique

Théoreme 4.1 (Sylvester) Pour tout tenseur harmonique H d’ordre n, il existe n vecteurs
Vi,...,Vy de Uespace tels que
H=vix...xv,.

Ces vecteurs ne sont pas uniques : toute famille A;v; avec le produit des A\; qui vaut 1 est encore

solution.

Pour obtenir une telle famille de vecteur, on considére le polyndme homogéne

. 3
h(x1, 22, x3) = Hi igigiy iy TinTigTiy,  (x1,22,23) € R



23¢me Congres Francais de Mécanique Lille, 28 au 1" Septembre 2017

puis la forme binaire (polynéme homogeéne & deux variables complexes)

u? — 2 u2—|—v2

f :=h 2
(u,v) ( T ,uv), (u,v) € C

et a toute racine a € C on associe un vecteur v = (v1,v2,v3) (de norme 1) défini par

2 2 a1

— 7% s = , = —_—
o2 + 1 (), v a2 + (@), v o2 + 1

U1

Si 'on pose hy = vy x vo, hy = vg * v3 on a alors la factorisation harmonique
H-= hl * h2

du tenseur harmonique d’ordre 4 a 'aide de tenseurs harmoniques d’ordre deux hi, hy (symé-
triques déviatoriques). A nouveau la factorisation n’est pas unique.

Formules de reconstruction par des covariants

Pour tout tenseur harmonique H d’ordre 4, on définit des covariants d’ordre 2 :
do(H) := trizH?,  d3(H) :=tr;zH?,  dy(H) :=d3(H), ds5(H):=dy(H)(Hdy(H)).
ol pour A, B d’ordre 4 et b d’ordre 2 :
(AB)ijri = AijpgBpgr,  (Ab)ij := Aijpgbpg.

Rappelons ici que pour toute nouvelle orientation du matériau correspondant a une rotation g
du groupe des rotations SO(3,R), on obtient un nouveau tenseur H défini par :

Hijk:l = gipgqukrglsHpqrs

ol on a adopté la convention d’Einstein sur les indices répétés. Cela définit en fait une action
du groupe SO(3,R), noté g x H = H. On définit de méme une action de SO(3,R) sur tout
espace de tenseurs.

Les tenseurs dj, sont des covariants car ils définissent des applications équivariantes de I’'espace

des tenseurs harmoniques d’ordre 4 vers I'espace des tenseurs symétriques d’ordre 2 :

di(gxH) =g *do

On définit enfin les invariants : Ji, := tr(d;(H)).

Remarque : De méme, les tenseurs de dilatation d(E) = tri2E et de Voigt v(E) = trisE sont

des covariants du tenseur d’élasticité.
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Cas isotrope transverse

Théoreme 5.1 Pour tout tenseur harmonique H d’ordre 4 isotrope transverse, on a

63 1 ,
= 35 g0 Q0+ da(H).

Cas orthotrope

Pour tout tenseur harmonique H d’ordre 4 orthotrope, on note

Ao+ A3 —A3 —Ag 0 0 0
—A3 Az + M -\ 0 0 0
H— — A9 -1 Ao+ Ay 0 0 0
o 0 0 0 -2\ 0 0
0 0 0 0 —2 X2 0

0 0 0 0 0 —2 )3

sa représentation de Kelvin, qui est sa représentation matricielle dans la base des tenseurs

d’ordre 2 Y
2
e ® e, 7(i®ej+ej®ei)

ol e; est une base orthonormée qui correspond aux axes d’orthotropie du tenseur. On note

A 00
AH):=| 0 X 0
0 0 A

et on définit les invariants rationnels suivants :

_9(3J7 — 3Jads + 3J3Js — J3J3)

VT 265 — 94 — 2002 + 3J3)
1 1
= ?0% — EJQ,

1 1 1
e Jat 20% — gy,
03 = o8 T 701 T gL

qui, évalués sur la forme normale, sont

Az = (Mg — A1)? (A2 — A3)* (A3 — A\1)%,
01 = A1+ A2 + A3,

. 2
09 := A A2 + A A3 + Ao )g, Oeq *= V g1 — 302,

1 9 27
03 := A1 A2A3 L:=— <Ui)’ — -0102 + 03) )
la derniére quantité £ étant 1'invariant de Lode.

Lemme 5.1 Soit H un tenseur harmonique d’ordre 4 orthotrope. Alors la partie déviatorique
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X (H) du tenseur covariant A\(H) d’ordre 2 s’écrit

1

NH)=—

(cod5(H) + agds(H) — 5403 d)(H) + 1102 d5(H)) (3)
ol
oo = 2(1120%03 + 210103 — 27005073), as = 8(140103 — 110209 + 1503).

Théoreme 5.2 Pour tout tenseur harmonique orthotrope H d’ordre 4 on a
H = hy X'(H) * X (H) + 2hy X (H) * (X' (H)?)' + hs (N (H)?)" * (X' (H)?)',
ou X' (H) est défini par (3) et les trois invariants hy sont donnés par

501+ TLoeq 3(5Lo1 + Toeg) b - 9(501 + TLoeq)

YTy, T - e,

hy ,
! 2(1 - £2)03,

C 21— Lo,
Cas tétragonal

Théoreme 5.3 Pour tout tenseur tétragonal harmonique H d’ordre 4 on a

H 28K3(5J5 + v K1)

= d}(H) + dj(H) +C(H)
10

ou
(H?)o

C(H) - (1 N 14J5(5J2140r \/KTO)> — 14K4(5JL51;- VED)

est un covariant cubique, (H?)q étant la partie harmonique de H? (voir Eq. (2)) et

Ky=3J,—J3 >0, Ky = 2J2K? — 3572 > 0, Lig = K19 — 25J2 #0.

Cas trigonal

Théoreme 5.4 Pour tout tenseur trigonal harmonique H d’ordre 4 on a

224K3(10J5 + VK ~
g = 2R Mf 10) 41 (FE) + dl,(HL) + C(H)
10

ol

(H?)o

C(H) = (1 L TJ5(1075 + x/KTo)) o 4 K105 + Vo)

M10 3M10

est un covariant cubique, (H?)q étant la partie harmonique de H? (voir Eq. (2)) et

Ky =3Jy—J2>0, Ko = 2J,K2 —35J2 > 0, My = K19 — 100.J2 # 0.
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