23%me Congres Frangais de Mécanique Lille, 28 au 1°" Septembre 2017

Méthode d’implémentation non intrusive de
I’analyse isogéométrique dans un code éléments
finis : vers la prédiction de I’endommagement dans
les composites.

M. TIRVAUDEY #P, R. BOUCLIER ¢, J-C. PASSIEUX *, L. CHAMOIN 2,
C. HA-MINH ?

a. LMT Cachan / ENS Paris-Saclay / CNRS / Université Paris-Saclay
{ tirvaudey,chamoin,haminh } @lmt.ens-cachan.fr
b. Institut ClIément Ader (ICA), Université de Toulouse, CNRS - INSA - ISAE - Mines Albi - UPS,
Toulouse, France
passieux @insa-toulouse.fr
c. Institut de Mathématiques de Toulouse (IMT), Université de Toulouse, CNRS - UPS - INSA,
Toulouse, France bouclier @insa-toulouse.fr

Résumé :

L’analyse isogéométrique présente des avantages quant a son lien avec la CAO et du fait de [’ utilisation
de fonctions plus régulieres pour le calcul. Afin de pouvoir utiliser des codes préexistants avec cette
méthode donc généralement basés sur une structure élémentaire, nous présentons une "réinterpréta-
tion " de I’extraction de Bézier. En effet a partir du maillage NURBS il est possible d’en extraire un
maillage a structure élémentaire sur lequel des calculs éléments finis peuvent étre lancés, en modifiant
uniquement les fonctions de forme utilisées. Nous avons ensuite mis en place une projection entre les
bases éléments finis et les bases NURBS afin de bien récupérer le résultat isogéométrique. Un exemple
numérique permet de valider la performance de cette projection et nous permet d’envisager I’ utilisation

de I'IGA pour la simulation de I’endommagement des composites.

Abstract :

The isogeometric analysis has the advantages of being exactly linked to the CAO and using high regular
functions for computation. In order to use existing code with this method, that are usually finite element
codes, we present a reinterpretation of the Bézier extraction. Indeed from a NURBS mesh it is possible
to create an elementary structure in order to use finite element codes. We only need to implement new
shape functions. In order to get the isogeometric results, we introduce a projection between the finite
element basis and the isogeometric basis. A numerical example is shown and allows to consider using

this method to compute damage in composite materials.

Mots clefs : Analyse isogéométrique, extraction de Bézier, stratégie non-
intrusive, endommagement.
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1 Introduction

L utilisation des matériaux composites est devenue un des enjeux technologiques majeurs dans 1’indus-
trie. Une des tendances actuelle vise a remplacer une partie des essais par des simulations numériques
afin de réduire les cofits et temps de développement de nouveaux produits. Parmi les méthodes numé-
riques les plus avancées, 1’analyse isogéométrique (IGA) permet de faire un pas de plus dans cette voie
en ce sens qu’elle permet d’utiliser les fonctions de la CAO directement pour faire le calcul. Initiée dans
[1], cette méthode a fortement attiré I’attention de la communauté scientifique et de 1’industrie, et elle
a fait I’objet de nombreux travaux sur des applications diverses en Calcul de Structures [2]. L’analyse
isogéométrique présente principalement deux avantages. Tout d’abord, elle facilite la représentation de
la géométrie, en permettant une description géométrique exacte. Ensuite, elle offre une meilleure pré-
cision que les éléments finis traditionnels a nombre de degrés de liberté égal du fait de 1’utilisation de
fonctions plus régulieres pour le calcul.

Lorsque I’on s’intéresse a la simulation de I’endommagement, les modeles les plus prédictifs, comme le
mésomodele d’endommagement du LMT [3], actuellement implémenté dans le code de calcul éléments
finis SAMCETF, nécessite un maillage fin pour pouvoir capter la complexité de la physique du matériau.
Dans une telle application, 1’utilisation de I’'IGA pourrait ainsi permettre de réduire le colit numérique
du au grand nombre de degrés de liberté tout en conservant un espace d’approximation riche.

Quelques études sur la propagation du délaminage dans les matériaux composites en IGA ont déja été
réalisées en utilisant par exemple des zones cohésives isogéométriques [4, 5, 6]. Toutefois I'[GA n’a
pas encore été véritablement utilisée pour simuler de I’endommagement plus complexe. Pour cela, on
se propose d’implémenter I'lGA de la facon la moins intrusive possible dans un code de calcul éléments
finis existant. L’implémentaion de ’IGA dans un tel code structuré autour des éléments finis n’est pas
direct. Récemment, Borden a développé un outil [7] faisant le lien entre 1’analyse isogéométrique et
les éléments finis. Cet outil (appelé extraction de Bézier) permet de créer une structure élémentaire
de I’analyse isogéométrique afin de I'intégrer dans des codes classiques en modifiant uniquement les
fonctions de forme utilisées.

2 Courte introduction sur I’analyse isogéométrique

Afin de mieux comprendre la mise en place de I’extraction de Bézier, une courte introduction sur la
construction des B-splines et des NURBS est faite dans cette partie. Pour plus de détails se référer a
[1, 8].

2.1 Vecteur de nceuds, B-Splines et NURBS

Les fonctions B-Splines sont définies a 1’aide d’un vecteur nceud : = = {51, &y §n+p+1}. 1l est
constitué de coordonnées paramétriques &; rangées dans 1’ordre croissant, p étant le degré polynomial
de la B-Spline et n le nombre de fonctions associées.

La i-¢me fonction de base B-Spline de degré p est définie par IV, ;,, de fagon récursive en utilisant la
formule de Cox-de Boor [9] :
— pourp =0:

Ni,o(ﬁ) - 0 sinon

{ 1 si& <€ < &g,
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— pour p = 1,2...n on construit :

Nip = iNi,pfl(g) + mNiJﬂ,p*l(&)'
Sitp — & itpr1 — &it1
Les cas étudiés seront principalement d’ordre p supérieur ou égal a 2 afin que les fonctions de forme
se différencient de celles des éléments finis classiques. En général, une fonction d’ordre p aura p —
1 dérivées continues. Par ailleurs, si un nceud &; a une multiplicité m;, alors le nombre de dérivées
continues diminue de m;. Ceci constitue la propriété intéressante de ces fonctions pour I’analyse : elles
offrent un plus haut degrés de continuité et peuvent, si besoin, étre dégradées en des fonctions C°

comme en éléments finis classiques.

Les fonctions NURBS sont des fonctions rationnelles des B-Splines :

N p(§)w;
RY(€) = i ,

ot les w; sont des poids propres a chaque point de controle de la NURBS dans R¢. Ces NURBS
permettent de représenter exactement les sections coniques (cercles, ellipses...).

Les courbes B-Spline ou NURBS sont alors définies a 1’aide d’un jeu de fonctions de forme Nj p,
respectivement RY, associées a des points de controle P; de la fagon suivante :

C€) = Z N;i,(&)P; respectivement C'(§) = Z RP(&)P,.
i=0 i=0

2.2 L’analyse isogéométrique en pratique

L’idée principale de I’analyse isogéométrique est de modéliser exactement la géométrie avec des fonc-
tions qui vont servir a approximer la solution. La figure 1 montre la différence majeure entre les deux
méthodes : pour la FEM (méthode des éléments finis) la base d’approximation va donner la géométrie
tandis qu’avec la méthode IGA la base d’approximation découle directement de la géométrie.

Impose
MEF ‘p—

Base d’approximation

Donne

IGA

FIGURE 1 — Différence IGA/FEM

Meéme si la philosophie du calcul reste similaire a une analyse par éléments finis, de grosses modifica-
tions sont a prévoir dans la routine méme du code en particulier car les points de contréles analogues
aux nceuds en éléments finis ne sont pas forcément interpolant et les fonctions de formes NURBS sont
définies de facon globales.

3 Un lien entre ’IGA et la FEM : la transformation de Bézier

La construction d’éléments Bézier isogéométriques ainsi que celle de 1’opérateur extraction de Bézier
a été mise en place par Borden [7] afin de disposer d’une structure élémentaire similaire aux éléments
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finis pour I’analyse isogéométrique. Cette structure a pour but de pouvoir s’intégrer facilement dans des
codes éléments finis classiques déja existants.

3.1 Les courbes de Bézier et les polynomes de Bernstein

La transformation développée par Borden, repose sur une définition ancienne des courbes de Bézier
[10]. Une courbe de Bézier d’ordre p est une combinaison linéaire de fonctions de Bernstein B(§) =

{Bap(&)}r :1 associées a des points de controle P = {P, ,}" ’:L} La courbe est ainsi définie par :

p+1

C(&) =D PaBapl), £€[0,1].
a=1

Les polyndmes de Bernstein sont quant a eux construits par récurrence pour & € [0, 1] :

Ba,p(g) = (1 - g)Ba,pfl(f) + gBafl,pfl
Bl,O =1
B,p()=0 ifa<lora>p+1

3.2 La décomposition de Bézier

Afin de passer d’un maillage isogéométrique a un maillage constitué d’éléments de Bézier, la décom-
position de Bézier est utilisée. Le principe de cette décomposition est de partir du vecteur nceud défi-
nissant la géométrie et de répéter, a I’aide de I’insertion de nceuds chacun des nceuds internes afin qu’ils
atteignent une multiplicité au moins p.

En effet en ajoutant un par un ces nceuds, la continuité va diminuer afin de devenir C° aux nceuds
internes. Les points de controle sont par ailleurs recalculés a chaque fois qu’un nceud est inséré afin de
ne pas modifier la continuité de la courbe. Cette décomposition est illustrée sur la figure 2.

1 élément

1 élément

FIGURE 2 — D’une géométrie B-Spline (a gauche) a une géométrie Bézier (a droite) [7]
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3.3 L’extraction de Bézier en pratique

Sur un élément de la géométrie on passe donc d’un ensemble de fonctions de forme B-Splines définies
de facon globale a un ensemble de fonctions de Bernstein définies localement. On remarque que la
structure élémentaire de Bézier est idéntique a celle rencontrée en éléments finis (p + 1 fonctions par
élément, une seule sur deux éléments). La relation entre ces deux types de fonctions de forme est faite
grice a I’opérateur de Bézier C de la fagon suivante :

N(¢) = CB(¢),

ou N et B sont les vecteurs (colonnes) regroupant les NV; et les B;. La construction de 1’opérateur C
est détaillée dans I’article de Borden [7].

La géométrie Bézier précédemment créée ayant une structure élémentaire peut étre intégrée dans des
codes de calculs éléments finis existants. Pour cela il faut globalement :

(1) modifier les fonctions de forme afin d’utiliser les fonctions de Bernstein,
(ii) appliquer I’extraction de fagon élémentaire,
(iii) venir changer la table de connectivité pour réaliser I’assemblage en IGA.

Ce qui entraine de lourdes modifications dans les fonctions d’assemblages des différents opérateurs K,
F' tel que le propose Borden [7].

Afin de rendre cette extraction beaucoup moins intrusive, le choix a été fait de faire la transformation
de Bézier de facon globale. On vient simplement modifier la subroutine des fonctions de forme puis, on
réalise la projection entre les bases apres 1’assemblage. Ainsi, un probleme type : KEU? = FB peut
étre résolu sur la base des fonctions de Bernstein C¥ dans un code élément fini classique.

Pour obtenir le résultat sur la base B-Spline il suffit de réaliser une projection sur cette base qui est
incluse dans la base des fonctions de Bernstein avec 1’opérateur de Bézier de la facon suivante :

KIGA — CKB CT
F[GA — CFB
UIGA _ CTUB
Cette démarche peut s’étendre au cas des NURBS en faisant intervenir les poids :

1ea _ wica N(E)
W gy

ol W/G4 est une matrice diagonale des poids NURBS et W/G4(¢) = S w;N; = wIN(E) =
(CTw)TB(¢) = WF(¢)
I1 en découle donc :

IGA _ ywIGA By-1wB_BE) _ rrca By-1R B
RO = WIOAGW?) WP s = WIS oW )R

En définissant un nouvel extracteur : Cyy = W/GAC(WP)~1, la résolution éléments finis peut se

faire sur les fonctions de forme NURBS R” provenant des Bernstein puis étre projetée sur I’espace
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NURBS :
K% = cyKPCly

4 Application numérique

Dans un premier temps, il a été choisi de réaliser un calcul en élasticité linéaire afin de valider les résul-
tats pouvant étre obtenus avec la transformation de Bézier par rapport a des références bibliographiques
aussi bien en IGA qu’en FEM.

L’exemple choisi est une poutre circulaire en cisaillement de rayon interne a = 5 et de rayon externe b =
10. Les propriétés élastiques du matériau sont les suivantes : £/ = 10000 et v = 0.25. Un déplacement
constant ug = 0.01 est appliqué sur le bord inférieur de la poutre comme illustré sur la partie gauche
de la figure 3. Une solution analytique se trouve dans la littérature [11].

Le maillage de contrdle de Bézier tracé sur la figure 3 a droite est une interpolation linéaire entre les
points de contrdle de Bézier : les carrés. Ils sont bien plus nombreux que les points de controle NURBS,
les étoiles, pour représenter la méme géométrie.

FIGURE 3 — Probleme envisagé et un maillage type Bézier associé

L’évolution de I’énergie de déformation en fonction du nombre de degrés de liberté est tracée sur la
figure 4. Les méthodes entierement IGA et Bézier projetée sur IGA sont bien identiques. La courbe
Bézier représente I’énergie calculée sur la base de Bézier sans la projeter sur la base NURBS ce qui
explique des niveaux d’erreur similaires mais pour des nombres de degrés de liberté plus importants.
Ceci montre clairement I’avantage de I'IGA, elle permet de capter des solutions avec moins de degrés
de liberté lorsque celles-ci sont régulieres. Le calcul a aussi été réalisé sur des bases de Lagrange. Avec
des éléments Lagrange Q9, trés similaires aux éléments de Bézier, I’erreur obtenue est 1égerement plus
grande pour le méme nombre de degrés de liberté. En effet cette base n’approxime pas exactement la
géométrie comme le font les fonctions NURBS associées aux Bernstein. Quant aux éléments Lagrange
Q4, ils présentent un taux de convergence plus faible comme attendu car ils sont seulement d’ordre

p=1.

5 Conclusion

Ce cas d’étude a permis de mettre en place la méthode de I’extraction de Bézier de facon globale. Ainsi
a partir d’un maillage NURBS initial, il est possible de créer une structure élémentaire permettant de
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FIGURE 4 — Convergence de 1’énergie de déformation en fonction du raffinement

s’intégrer dans des codes industriels préexistants. Les opérateurs créés dans un tel code éléments finis
n’ont plus qu’a étre projetés de fagon tres légerement intrusive sur la base NURBS afin d’obtenir le

résultat isogéométrique.

Cette méthode est en cours d’implémentation dans SAMCEF afin de pouvoir réaliser des calculs é1é-
ments finis d’endommagement de composite sur une géométrie NURBS sans venir modifier en profon-
deur le code déja existant. Enfin, un couplage entre un maillage global NURBS et un maillage local
élément fini [12] , sera mis en place afin de décrire le plus précisément possible des phénomenes locaux
du mésomodele ou tout simplement afin de raffiner localement le maillage.

Références

[1] T.J.R. Hughes, J.A. Cottrell, Y. Bazilevs, Isogeometric analysis : CAD, finite elements, NURBS,
exact geometry and mesh refinement, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
2005, pp.4135-4195.

[2] V. Nguyen, C. Anitescu, S. Bordas, T. Rabczuk, Isogeometric analysis : an overview and computer
implementation aspects, Mathematics and Computers in Simulation, 2015, V.117, pp.89-116.

[3] P. Ladeveze, F. Daghia, E. Abisset, C. Mauff, A micromechanics-based interface mesomodel
for virtual testing of laminated composites, Advanced Modeling and Simulation in Engineering
Sciences, 2014, V.1, p.1-16.

[4] V.Phu, P. Kerfriden, S.Bordas, Two- and three-dimensional isogeometric cohesive elements for
composite delamination analysis, Composites Part B, 2014, V.60, pp.193-212.

[5] S.Hosseini, J.Remmers, C.Verhoosel, R.Borst, Propagation of delamination in composite materials
with isogeometric continuum shell elements, International Journal for Numerical Methods in Engi-
neering, 2015, V.102, pp.159-179.



23%me Congres Frangais de Mécanique Lille, 28 au 1°" Septembre 2017

[6] Y. Guo, M. Ruess, A layerwise isogeometric approach for NURBS-derived laminate composite
shells, Composite Structure, 2015, V.124, pp.300-309.

[7] M. Borden, M.Scott, J.Evan, T.J.R. Hughes, Isogeometric Finite Element Data Structures based
on Bezier Extraction of NURBS by Isogeometric Finite Element Data Structures based on Bézier,
ICES REPORT, 2008.

[8] J.A. Cottrell, T.J.R. Hughes, Y. Bazilevs, Isogeometric Analysis - Toward Integration of CAD and
FEA, 2009.

[9] E. Cohen, T. Lyche, R. Riesenfeld, Discrete B-splines and subdivision techniques in computer-
aided geometric design and computer graphics, Computer Graphics and Image Processing, 1980,
V.14, pp.87-111.

[10] P. Bézier, Courbes & Surfaces, Hermes, 1986.

[11] O.C. Zienckewiez, R.L. Taylor, The finite Element Mehtod - The Basis - Sixth Edition,
Butterworth-Heinemann, 2005, V.1.

[12] R. Bouclier, J-C. Passieux, M. Salaiin, Local enrichment of NURBS patches using a non-intrusive
coupling strategy : geometric details, local refinement, inclusion, fracture, Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, 1016, V.300, pp.1-26.



