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Résumé

Une étude de la convection naturelle en cavité confinée différentiellement chauffée a été menée. Les rap-
ports d’aspect de cette cavité, A,, = % = % et A; = % = %, sont choisis de maniére a correspondre
a ceux du montage expérimental AFRODITE’. L’incapacité des modéles 2D a prédire de bons résultats
en termes de champs de température et de vitesses par rapport a une étude 3D compléte a tout d’abord
été montrée. Deux modéles 2D"? sont ensuite repris ici. Contrairement au modéle 2D, leur formulation
prend en compte le frottement induit par les parois latérales de la cavité. Les résultats obtenus par les
différents modéles 2D, 2D'? et 3D sont comparés. On montre que pour les faibles nombres de Prandtl,
et ce pour différents nombres de Grashof, le modéle 2D'?, avec un choix adéquat du type de profil

transverse de vitesse considéré, peut se substituer au modéle 3D.

Abstract

A study of the natural convection in a differentially heated cavity is presented. The aspect ratios A,, =
% = é and Ay = % = %0, are chosen to correspond to the experimental benchmark ‘AFRODITE’. The
inefficiency of 2D models to predict good results in terms of velocity and temperature fields in compari-
son with 3D models is first shown. Two 2D"? models are then presented. In contrary of 2D model, their
formulation takes into account the no-slip condition at the side walls. A comparison of the results ob-
tained with the different models (2D, 2D and 3D) is made. We show that for low Prandtl number and
different Grashof numbers, the 2D'? model, featuring the adequate type of transverse velocity profile,

gives as good results as the 3D model.
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1 Introduction

L’étude de la convection naturelle en cavité confinée revét une importance majeure, de par ses nombreux
domaines d’application notamment la solidification dirigée, et de par le grand intérét qu’elle suscite chez
les chercheurs et les nombreuses études qui lui sont consacrées. On s’intéresse ici a la simulation numé-
rique de la convection naturelle dans une cavité correspondant au montage expérimental ‘AFRODITE’
proposé par Fautrelle et al [1-4]. Les modeles 2D ne captent pas la physique de 1’écoulement résultant
de la convection naturelle dans ce type de géométrie. Botton et al [5] [6] ont proposé un modele 2D12,
inspiré des travaux de Hele-Shaw [7] et décrit par Schlichting et Gersten [8], qu’ils ont adapté au cas des
métaux liquides a faible nombre de Prandt. Nous examinons ici I’ efficacité de ce modele 2D"/? i simuler
des cas de convection naturelle sous différentes conditions aux limites. Il est aussi comparé au modele
2D et & un autre modele 2D afin de déterminer le modele le plus efficace pour la prédiction du champ
de température lors de la convection naturelle en cavité confinée différentiellement chauffée.

2 Insuffisance de la modélisation 2D
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Ficure 1: Configuration géométrique étudiée

La géométrie représentée sur la figure 1 est la cavité parallélépipédique différentiellement chauffée étu-
diée. Elle correspond au creuset du montage expérimental ‘AFRODITE’, proposé par Fautrelle et al
[1-4] pour I’étude de la solidification dirigée de métaux liquides. C’est une cavité confinée (10 x 6 x 1
cm?) avec des rapports d’aspect A, = % = % et A; = % = %. Toutes les parois sont adiabatiques a
I’exception des deux parois verticales en x = 0 et x = 10 cm qui sont maintenues a des températures

constantes différentes.

La figure 2 montre les résultats obtenus pour un nombre de Prandtl fixe (Pr = 0.01) et deux nombres
de Grashof différents (Gr = 103 et Gr = 107), chaque fois avec les deux modélisations 2D et 3D. La
comparaison entre la figure 2-a et la figure 2-b ne montre pas de différences majeures entre les champs de
température 2D et 3D. Cela est dfi 2 1a valeur relativement petite du nombre de Grashof (Gr = 10?), pour
laquelle les vitesses de convection observées restent petites. Le transfert de chaleur au sein de la cavité
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Ficure 2: Représentation des contours de vitesse (norme) et de température (isothermes) pour
Pr = 0.01. Modélisation 2D : a) Gr = 103, ¢) Gr = 107, modélisation 3D (vue dans le plan de
coupe vertical représenté en pointillés sur la figure 1) : b) Gr = 103, d) Gr = 107.

se fait principalement par diffusion. Par contre les résultats obtenus pour Gr = 107 mettent en avant
d’importants écarts entre les résultats 2D et les résultats 3D, que ce soit pour le champ de vitesse ou pour
le champ de température. En effet la boucle de convection tend a occuper toute la cavité pour le modele
3D (figure 2-d), alors que pour le modele 2D (figure 2-c) deux zones de recirculation apparaissent aux
coins en haut a gauche et en bas a droite de la cavité. Le champ de température se retrouve ainsi affecté,
et on note une inversion du signe du gradient de température horizontal au centre de la cavité 2D, ce
qui n’est pas le cas pour la cavité 3D. Une autre différence notable pour les forts nombres de Grashof
(Gr = 107) est le fait que la simulation 3D converge vers un régime stationnaire alors que le calcul 2D
reste instationnaire. Pour ce type de cavité confinée transversalement, il semblait possible et intéressant
d’utiliser un modele 2D dans le but de réduire le temps de calcul. Nous pouvons en fait conclure que les
modeles 2D ne captent pas bien la physique de I’écoulement au sein de la cavité [5] [6], parce qu’ils ne
prennent pas en compte le frottement induit par les parois latérales confinant la cavité 3D, sachant que

celui-ci influe de fagon trés importante sur 1’écoulement.

3 Modélisation 2D

Un modele 2D modifié, dit 2D'?, a été proposé [5]. Celui-ci est basé sur une approche intégrale sui-
vant la direction transverse (z sur la figure 1). Il est obtenu en supposant une température invariante
dans cette direction, ce qui est vraisemblable pour les faibles nombres de Prandtl (correspondant aux
métaux liquides), et en choisissant une forme de profil transverse de vitesse bien définie. Cette approche
aboutit a une formulation dite de Hele-shaw ou bien de Saint-Venant. Ce modele est noté ici ‘modele

2D"2 1 rtmann’» Si 0N considére un profil de type Hartmann (présentant un coeur uniforme et deux couches
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limites pres des parois dont I’épaisseur est ajustable a I’aide d’un paramétre §) et ‘modele 2D"2picenille’s

si on suppose un profil transverse de type Poiseuille (profil parabolique).

Les équations de conservation des modeles 2D'/? sont :

il + ’iVUl = — op + A GrT ;9 + V2’IIZ' + SQD1/2 pour; = let?2 (D)
ot 63:1 ’
oT L _ - 1 _
— +a.NT =—V°T 2
ot -V Prv 2)
V.o =0 (3)

ol u, p et T sont respectivement la vitesse, la pression, et la température, toutes adimensionnées et
moyennées sur 1’épaisseur de la cavité (la direction 2 sur la figure 1), donc fonctions de z et y seulement.
AT r74
. ==H .
Onaaussiz; =z, x0 =y, Gr = gBTVié et Pr = g Enfin 87, v, a et g sont respectivement le
coefficient d’expansion thermique, la viscosité cinématique, la diffusivité thermique et la gravité. AT

est la différence de température entre la paroi chaude et la paroi froide.

Les équations de conservation (1), (2) et (3) sont les mémes que les équations du modele 2D avec seule-
ment le terme source Syp1/2 supplémentaire dans 1’équation (1). Ce terme dépend du type de profil de
vitesse transverse (Hartmann ou Poiseuille) choisi lors de 1’intégration des équations 3D. Il comprend
un terme de type Darcy et un terme non-linéaire en u.V; [5].

Nous considérons ces différents modeles pour tester leur capacité a bien reproduire la physique de I’écou-
lement et & prédire aussi bien que les modeles 3D le champ de température et ce pour différentes valeurs

du nombre de Grashof.

Rl sl
\\\\\\\\‘\

y/H

T N
: I\\Q\\\\\\ ™\ I\\\\\\vx\\
i \\\\\\\)\ ) \\\\\%n

Ficure 3: Contours de vitesse (norme) et de température (isothermes) pour Pr = 0.01 et
Gr = 10°. a) modele 3D (vue dans le plan de coupe central de la cavité 3D), b) modele 2D, c)
modele 2D "2, imann et d) modele 2D poiceuitie.



23%me Congrés Frangais de Mécanique Lille, 28 au 1" Septembre 2017

La figure 3 montre les résultats obtenus pour Pr = 0.01 et Gr = 10° par les différents modeles étudiés.
Le modele 2D (figure 3-b), comme noté sur la figure 2, ne capte pas la réalité de 1’écoulement en ne
reproduisant ni le champ de vitesse, ni le champ de température 3D (figure 3-a). On remarque par contre
que les deux modeles 2D rtmann (figure 3-c) et 2D"2piceuille (figure 3-d) arrivent a mieux reproduire
I’écoulement en s’ approchant du modele 3D. En regardant encore plus en détail les contours de tempéra-
ture, on note un léger écart entre le modele 2D2piceuille €t le modele 3D. On note aussi la concordance
des contours du modéle 2D 21, imann avec les contours du modele 3D.

Afin de vérifier I’intérét de cette modélisation 2D et d’examiner la différence entre les résultats prédits,
on compare les champs de température obtenus par chacun des modeles 2D, 2D2pieuitie €t 2D Y2 Hartmann
au champ 3D (considéré comme référence). A chaque fois on exporte le champ de température 3D sur
une grille de points dans le plan de coupe central de la cavité 3D. Sur cette méme grille on exporte aussi
les champs 2D, 2D pgiseuitie €t 2D Hartmann. On compare alors les valeurs de 1’erreur relative maxi-
male sur I’ensemble de ces points par rapport au modele 3D. On suit ensuite I’évolution de cette erreur
relative maximale avec I’augmentation du nombre de Grashof comme montré sur la figure 4.
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Ficure 4: Evolution de I’erreur relative maximale de température pour les différents modeles 2D et
2D'”2 par rapport au modele 3D en fonction du nombre de Grashof.

La figure 4 montre que pour toutes les valeurs du nombre de Grashof considérées, I’ erreur relative maxi-
male en température obtenue par le modele 2D artmann €St inférieure a celle obtenue par le modele
2DV 2p0iseume, qui elle-méme reste inférieure a celle donnée par le modele 2D. Bien que pour Gr = 103,
Ierreur 2D qui vaut 0.25% est assez petite (correspondant au cas ‘b’ de la figure 2), elle dépasse rapi-
dement les 1% pour Gr = 10* pour atteindre une erreur relative de 18.5% pour Gr = 107. Le modele
2D pyiseuilic prédit des erreurs inférieures : ainsi la valeur de 1’erreur est de 9.5 x 1076 pour Gr = 103 et
ne dépasse les 1% que pour Gr > 4 x 10° pour atteindre une valeur maximale de 8% pour Gr = 10”. Le
modele 2D Hartmann (avec un choix adéquat de la valeur du paramétre § pour chaque valeur du nombre
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de Grashof) améliore encore la prédiction du champ de température par rapport au champ 3D. L'erreur
n’est que de 1.2 x 1075 pour Gr = 103 et ne dépasse pas 1.2% pour la plus grande valeur de Gr consi-
dérée qui est de 107. La prise en compte du frottement induit par les parois latérales par les modeles
2D!”2 et le bon choix du type de profil transverse de vitesse permet d’améliorer la prédiction du champ de
température et de mieux approcher les prédictions du modele 3D que ne le ferait un modele 2D classique.

4 Conclusion

Un modele 2D'2 a été repris pour voir I’intérét qu’il peut apporter pour I’étude de la convection naturelle
dans une cavité confinée sous différentes conditions aux limites. Ce modele permet de mieux capter la
physique de I’écoulement et de mieux prédire le champ de température, et cela tout en gardant une
formulation mathématique 2D des équations avec 1’avantage que cela induit en termes de temps et/ou
moyens de calcul. La vérification faite ici de la validité de ce modele pour différentes valeurs du nombre
de Grashof, permet d’envisager une étude sur une gamme de nombres de Prandtl et de nombres de
Grashof plus large.
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